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O conjunto dos nimeros complexos constitui Coquaternioes
uma estrutura algébrica denominada corpo. Tessarines

Este corpo ¢ algebricamente fechado. Os
complexos possuem também um moédulo que, usado como norma, conduz a um espaco
normado topologicamente completo.

Os niimeros complexos encontram aplicagdo em numerosos problemas da matematica,
fisica e engenharia, sobretudo da solucao de equacoes algébricas e equacoes diferenciais

Em engenharia e fisica, é comum a troca da letra ?pela letra J, devido ao freqiiente uso
da primeira como indicagdo de corrente elétrica.
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Definicoes

Plano complexo

4

No plano de Argand-Gauss, parte real ¢ representada pela abscissa e a parte imaginaria
pela ordenadas.

O plano complexo, também chamado de plano de Argand-Gauss ¢ uma representacao
geométrica do conjunto dos nlimeros complexos. Da mesma forma como a cada ponto
da reta real est4 associado um numero real, o plano complexo associa biunivocamente o




ponto (Z, ¥)do plano ao niimero complexo € + YZ. Esta associa¢io conduz a pelo
menos duas formas de representar um nimero complexo:

e Forma retangular ou cartesiana: representa o nimero Z em coordenadas
cartesianas Z = (3:! y) =T+ separando a parte real da parte imaginaria.
e Forma polar: Z = T(C953 + 25n 5')onde r ¢ a distancia euclidiana do

ponto Z = (:1‘,_, y}até a origem do sistema de coordenadas, chamada de médulo

: | Z| = \/ x? 4+ y? o
do niimero complexo e denotada . Enquanto ¢ o Angulo
entre a semi-reta (J.Z e o semi-eixo real, chamado de argumento do nimero

complexo Z e denotado por &8 ( Z )

N if . o .

Através da identidade € = c0st + 2sinf, a forma polar ¢ equivalente a chamada
. il

forma exponencial: Z=re

Operacoes Elementares

O conjunto dos nimeros complexos € um corpo. Portanto, ¢ fechado sobre as operacdes
de adicdo e multiplicacdo, além de possuir a propriedade de que todo elemento nao-nulo
do conjunto possui um inverso multiplicativo. Todas as operacdes do corpo podem ser
performadas através das propriedades associativa, comutativa e distribuitiva, levando

. o . . -2
em consideracdo a identidade 2~ = —1

Sejam z e w dois niimeros complexos dados por © — (H'! b)e w= (C! l511'}ente~10
definem-se as relacdes e operacdes elementares tal como segue:

e Identidade:

Z = 1lllse e somente se il = e b — d

e Soma:

sdw=w+4z=(a+bi)+ (c+di)=(at+c)+(b+d)i
e Produto:

w =wz= (a+ bi)(c+di) = (ac — bd) + (bc 4 ad)i
« Conjugado:

= =

=a—b ,onde Z denota o conjugado de z. Outra nota¢do usada para o
*
conjugadode z ¢ Z

e Produto de um Complexo por seu Conjugado:



z-Z=(a+bi)(a—bi)=a® — abi 4+ abi — b*i* = a* — b*i*
Como i° = — 1, temos que o produto de um Numero Complexo @ + bi pelo

-_ 2 2
seu Conjugado a — bi se da por: {3)3 =a +b .

e Modulo:
|zl =r =va® + b
 Inverso multiplicativo (para < 7 U):

“a+bi (a+bi)a—b) a4+ |2

1 1 a— bi a — bi z

As operagdes de subtracdo e divisdo sdo efetuadas transformando em adi¢do com o
oposto aditivo e em multiplicagdo com o inverso multiplicativo, respectivamente.
Algumas operagdes sao mais facilmente realizadas na forma polar:

z=a+ bi =r(cosy +ising) =re?
e Produto:
i{ip1 +2)

z-w=r1et e =ri1me

« Inverso multiplicativo (para < 7 U):

L__ 1 _ 1 e
z Ty e'F1 ™
o Divisao:
2 e ry
_ 1 1 i(eiee)

W To e 1y
e Potenciacio:
Z'=(r )" =r1e™, n=0,1,2,3,...

o Conjugado:

—ip1

Z=T€

A produto de um niimero complexo pelo seu conjugado é:

- _ i1 —ipy ipr—ipy _ 2.0 _ 2
ZZ=me T -rie T =ry-riE€7 T =rie =1]



O moédulo

Sejam z e w dois niimeros complexos dados por © = (H'! b)e w= (C! d), o modulo
possui as seguintes propriedades:

| 2| = a2+ b?

|z = |4

2wl = [2|-Jul

|2 +w| < |2[+ [l

| z| = 0= 2z=0

A distancia entre dois nimeros complexos ¢ definida como:

dist (z,w) = |z — w|

Propriedades algébricas

Gauss demonstrou que o conjunto dos numeros complexos ¢ algebricamente fechado.

O conjunto dos niimeros complexos formam um corpo algebricamente fechado. Isso
significa que toda equacdo algébrica de grau nao nulo pode possuir como solu¢do um
nimero complexo. Mais formalmente, a seguinte equagao

n n—1
2 12 Foood ozt an=0, a,#0
possui pelo menos uma solugdo complexa.

Este resultado é conhecido como teorema fundamental da algebra e foi demonstrado
primeiramente pelo matematico alemao Carl Friedrich Gauss.




Uma consequéncia deste teorema ¢ que todo polindmio de grau n pode ser decomposto
em um produto de n fatores lineares complexos:

2™ oy 12" Fonztapg=an{z—21)(z—22) (2 — zn)
Radical algébrico

O radical algébrico ¢ definido no conjunto dos nimeros complexos como uma fun¢do
multivalente, devido ao fato que a equacdo algébrica:

2" =A
possui n solugdes distintas para cada A# U, que s3o dadas pela formula de De Moivre:

1/n (Eé{ﬂwkﬂfﬂ) Ck=0.1,...,n—1

A

Z =

A=|Ale”

onde
Propriedades topologicas e analiticas

O conjunto dos numeros complexos munido da distancia dist (z! w) = |z - w|
forma um espago métrico completo. De fato, 0 mddulo possui todas as caracteristicas de
uma norma.

Convergéncia nos complexos

Diz-se que uma sequéncia €nde niimeros complexos é convergente se existe um niimero
complexo ztal que:

lim [z — 2z, =0

L=+
neste caso, denota-se

Im 2z, =2 ou 2z, — z
—2

« E facil verificar que se #n = Gn | ibn, entio Znconverge para Z = @ + 1
se e somente se Inconverge para (e IE3nc0nverge para b.

— |2l = [z

—

- —_— r 1 ~
o Do fato de crue || 2 "’l, ¢ valido que se “n “entio

|2n] = |2

O conjunto dos numeros complexos como extensao
algébrica

No campo da dlgebra abstrata, o nimero zpode ser interpretado como o elemento que

2
gera a extensdo algébrica dos nimeros reais contendo a raiz do polinémio - + 1. 1sto




2
é, o corpo ("¢ isomorfo ao corpo quociente ]E/ (I + 1)pela aplicacdo

¢:C =R/

2
T+ 1:], homomorfismo de anéis tal que restrito aos reais ¢ a

aplicacdo identidade e que leva 7em ';D':E‘] =TI,

Logaritmos

Func¢io logaritmica natural

Definimos a funcao logaritmica natural de uma varidvel complexa z pela equagao

In z=In r+ 4 6+ 2km)

onde 7¢ 0 médulo e (¢ o argumento medido em radianos do nimero complexo 2;

k= (1,23,

"')e In rdefine o logaritmo natural real positivo de 7.

Assim, a funcao In z¢ multivalente com infinitos valores - mesmo para nimeros reais.
Chamamos de valor principal de In 2o numero definido por

In z=Inr+0
Funcao logaritmica decimal

Em termos de logaritmos decimais, podemos definir a func¢ao logaritmica anterior
como:

lg z =lgrt+ilge . 2km)

Essa fungdio também é multivalente e tém seu valor principal quando & = (.

Graficos de Fun¢oes Complexas

A representacdo grafica de uma fun¢do com dominio e imagem no campo dos
complexos ¢ impraticavel, pois tal funcao reside na quarta dimensdo, ou seja, seria
preciso um sistema de coordenadas com quatro eixos perpendiculares entre si para a
construcdo da curva, a qual seria uma "superficie-2D" representada num "hiperespago-
4D".

Todavia, existem diversas maneiras de se estudar o comportamento de tais fungdes sem
sair de nosso espaco euclidiano de trés dimensoes.

Uma delas, pouco usual, € representar uma fun¢ao complexa, por exemplo "f(z)=-z", no
proprio plano de Argand-Gauss, utilizando cores para representar o "jeito" da fungao.
Este método denomina-se "Color Domain" ou Dominio de Cores. Temos entdo que para
todo ponto do plano complexo esta associada uma cor que corresponde a imagem da
funcao neste ponto.Para mais informagdes veja "Links Externos".



Outra opgao ¢ representar apenas os valores da fungao que t€ém imagem real, como na
figura ao lado.Esta sec¢do da curva de uma fun¢do complexa ird resultar em uma nova
curva unidimensional que esta distribuida no espaco tridimensional. A representagdo dos
valores reais da imagem da funcdo complexa ¢ interessante principalmente porque nos
ajuda a compreender, por exemplo, as raizes complexas de um polindmio, como
P(x)=x"2+1, cujas raizes sao "i" e "-i".

Observe que na figura ao lado o plano X/Y corresponde ao plano de Argand-Gauss, € o
eixo Z de valores reais representa a imagem de apenas numeros complexos cuja
transformagdo "z"2+1" possui parte imaginaria nula.Isso nao quer dizer que a fungao
ndo tenha imagem no campo complexo, apenas que essa imagem ndo pode ser
representada na figura.



